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FEUILLE D’EXERCICES SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL.

. Continuité et caractére ¢! de f :

sinz? + sin y? |zy|” !
o) f o Snatsing” b) g= c) h=(x+y)vr?+y% sin ————
) x2 +y? ) 2 4 y? ) ( )\/— 2 + 92
4 4
et —eY 22 2y ! = +yt+ e
R TE ¢) g=("+y +2)sin | 5 f)h—m

. Calculer les dérivées partielles premiéres (lorsqu’elles existent) de : :

a) f(z,y) =1In(xy) b) g(x,y) = Arctan (f—’—fy) c) h(z,y) =Y

. Soit , B : R — R deux fonctions de classe ¢! sur R et g : R? — R une fonction de classe €' sur R2.
Montrer que la fonction

JR =R
e = gla(e), f(2)
est de classe ¢! sur R et, pour tout a € R, déterminer G'(a).

. Montrer que I'application (z,y) — ya? + cos(x? + y) est de classe €2 sur R2. Vérifier sur cet exemple le
théoreme de Schwarz.

R?2 - R
. ry(2? —y?) L . N 1 2
.Soit f i | (z,y) — e | étudier la continuité et le caractere - de f sur R<,
T Yy
(0,0) — 0

calculer f/ (0,0) et f,/.(0,0). Conclure.
. Trouver les extremum des fonctions suivantes :

(z,9) = (y —2)*(1 — 2® — y?)

—_

2. (z,y) = sinz + siny + cos(z + y),
3. (my) = Ve +yi+y?—1
4. (z,y) = V22 + (1 =y + Vy2 + (1 — z)2

z,

M = R

. Soit M T'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n. Montrer que h : ( X o det X

> admet en
tout X de M une différentielle en X que 'on déterminera.

. Soit E un R-espace vectoriel euclidien de dimension finie et < . | . > son produit scalaire.

Montrer que f : f : <x]1|£x>

En déduire que z — ||z|| admet une différentielle en tout point de F \ {0}

admet une différentielle en tout point de E.

. Soit f : R — R continue et g : R? — R définie par :
1 (% .
gz, y)=— [ flt)dtsiz#0et g(0,y) = (y—1) f(0).

xr
Montrer que g est continue et étudier ses dérivées partielles.
Donner une condition suffisante pour g soit de classe €.

. Soit f € €Y(R) et g : R? — R définie par g(z,y) = f(;z:);“(y) siz#yetgr,z)=f(x)

T —

1. Etudier la continuité de g sur R2.

2. On suppose que f est de classe €, montrer que g est de classe €.

. Soit f(z,y) = 2® — 2%y — 2y? + y>. Extremum globaux et locaux sur R2. (cCP 2001)
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

On considére la fonction & trois variables : (Centrale 2001)

THyY+2 _@<x+y+z)

/$2+y2+22 3

- Est-ce que f est prolongeable par continuité en (0,0,0) ?
- Quels sont les extrema locaux de f7

f(x’ y’ Z) =

Dans le plan affine euclidien P, on considere 3 points A, B, C et 3 réels a, b, c. (Mines 2001)
I R f s
Soit @ : (M o aAM? £ bBM? + cCM?2 ) Etudier les extremums de .
indication : considérer le barycentre de {(A,a), (B,b), (C,c)}.
. 2 2 2 . : *f f
Soit f : R — R de classe €° et g : R7 — R. On définit le Laplacien de f : Af = ] + Eh
€z Y
On définit g(r,0) = f(x,y) avec { 5: :;onsg (X-Cachan 2008)

1. Etablir I'expression de A f en fonction des dérivées partielles de g.
2. Déterminer les fonctions g(r, 0) de la forme r"h(6), n € N telles que Af = 0.
Soit f:R™\ {0} — R. de classe €. (X-Cachan 2008)

On note D; f la dérivée partielle de f par rapport a la variable j.
n € N*, on pourra supposer si ’on souhaite n < 3.

1. Dans cette question, on a f de classe ¢! sur R” tout entier. On suppose : Vj € [1,n], |D;f| < M.
Montrer que Y(z,y) € (R")?, |f(z) = f(y)| < VM [lz —y]|.
2. Dans cette question f est définie et continue en 0. On suppose : Vj € [1,n], D;(f)(z) I 0.
Montrer que f admet une différentielle en 0.
3. On reprend les hypotheses de la question 1 mais sur R™ \ {0}
(a) Montrer que si n > 2, f est lipschitzienne.

(b) Pour quelles valeurs de n est-on assuré d’avoir f contintiment différentiable en 07

Trouver I'ensemble des fonctions F' de classe ¢! sur A =]0, +oo[xR telles que : (Centrale 2008)
271; + 2%% + F = 0. On utilisera le changement de variable z = u, y = u2v.
. R? - R
Soit @ : ( @y) = wy—yty—= )
1. I'image de toute partie bornée de R? est-elle une partie bornée ?
2. l'image de toute partie non bornée de R? est-elle une partie non bornée ?
3. Extrema locaux et globaux sur R2.
4. Extrema locaux et globaux sur [0, +oo[xR. (Centrale 2008)

Soit S la surface d’équation cartésienne 22 + y? — 22 = 1.
1. Donner I’équation du Il tangent a S au point Q = (1,0, 0).
2. Déterminer les coordonnées des projetés orthogonaux de O sur les plans tangents a S.

Déterminer les points de la surface S d’équation 22 — y2 4 22 = 1 dont le plan tangent est parallele au
plan II d’équation 2z +y — z = 0.

Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes :
of 3 2 0% f 2
1. z,y) =1 x°; 2. T =
g Y =1+y" +a 52 & Y) =Y
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21. f: R™ — R est positivement homogene de degré o € R si et seulement si (Mines 2006)
V(x1,...,2) €ER™, VAERY, f(Az1,..., xn) = A f(@1,...,20).
1. Donner des exemples de fonctions positivement homogenes de degrés —1, 0, 1/2 et 1.

2. Soit f € €(R™,R). Montrer que f positivement homogene de degré o implique que chacune des
dérivées partielles de f est positive homogene de degré o — 1.
3. Soit f € €*(R",R). Montrer que f positivement homogene si et seulement si f vérifie I'’équation

d’Euler :

V(z1,...,2,) € RY, Zxk 331,..., n) = a.f(z1,...,2,)
Lo . . R —- R
indication : introduire ¢ : ( b f(ta,. . ta) )

0 0
4. Soit ’équation aux dérivées partielles x. 8f (z,y) + . af

(z,y) = Vat+yt  (%).

(a) Trouver une solution fy de (%) positivement homogene.
(b) Résoudre (x).
22. On considere 'application

f:]0;400[ = R, z+— f(x) = (z+In(z))e* !,

et I'application
F:|0;400[ =R, z+— F(z /f

1. Montrer que F est de classe €2 sur ]0; +oo| et exprimer F” (z), pour tout = € ]0; +oo[, a l'aide de
[ ().
On considere I'application de classe %2

G:)0;+00f = R, (z,y) — G (z,y) =F(x)+F(y)—QezT+y

2. Exprimer les dérivées partielles premieres G, (z,y) et G, (z,y) , pour tout (x,y) € |0; +oo[* & I'aide

zty
de f(z), f(y) et e 2
3. (a) Montrer que f est bijective.

(b) Etablir que, pour tout (x,y) €]0; —&—oo[2 , (x,y) est un point critique de G si et seulement si :
r=y e xz+lnz=e.

4. Montrer que I'équation z + Inz = e, d’inconnue = € ]0; +00[ admet une solution et une seule, que

I’on notera «, et montrer que : 1 < a < e.
5. Montrer que G admet un extremum local. Préciser sa nature.
22 42
23. Soit (a,b) € (R%)?. On considére la courbe du plan (€) d’équation — + o 1.
a
Soit Moy(zo,yo) un point de € et T la tangente & £ en M.
Trouver les points de £ en lesquels la tangente a £ est perpendiculaire a Tj.

24. Déterminer les extrema éventuels des fonctions définies sur R? par :
L f:(z,y) = 22+ 2%y + 43 2. g:(x,y) — ze¥ + ye*
of of

25. Résoudre ’équation aux dérivées patielles : 2—— — —— =0, oi1 f est de classe €' sur R2.

dr Oy

indication : on utilisera un changement de variables du type u = ax + by, v = cx + dy.

0% f

26. On cherche a résoudre I’équation aux dérivées partielles (E) : 90z = 0 sur R?.
z

1. Soit g et h deux fonctions de classe €2 sur R. Montrer que f : (z,y) — e%g(y) + e h(y) est
solution de (E).

2. Déterminer la forme générale des solutions de (E) sur R2.
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