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. Soit I’équation (E) : xy’ = tany. Trouver la solution qui vérifie y(1) =

(PSI*)

FEUILLE D’EXERCICES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Trouver les solutions des équations différentielles suivantes :

2t
8) (1— )y —ty = ———

b) 3" +y = t?cost

c) (t* —1)y” — 12y = 0 (sachant qu’il existe un polynéme solution),

d) (2 +1)y” — (2t + 1)y’ + 2y = 0 (sachant qu’il existe un polynéme solution),
e) (1+t3)y" +ty =1+t Arctan t

f) (t—y?) +2tyy =0

g) 4(t —t?)y" — 2y’ —y = 0 (sachant que t — v/t — 1 est solution),

. Trouver toutes les solutions y de classe C?, de R dans R, de 1’équation différentielle :

r(z?+ 1)y’ — 2%+ 1)y +22y =0

(chercher des solutions sous forme de polynéme en déterminant leur degré) (ENSI 1999)
xr xT
. Trouver f continue telle que : Vz € R, / t.f(t) dt = k;v/ ft)dt ou k eR
0 0
. Résoudre les systemes différentiels suivants :
0 Y = —z 2) 2+ Ay= asint 3) = x+8y+eé
2=y y —Ar = —acost Y= 20+y+e

I

. Soit ¢ : [0,4+00[— R continue telle que ¢ soit intégrable sur [0, +o0]

1. f étant une solution bornée sur [0, +o00[ de I'équation différentielle (L) : y” + gy = 0, étudier Em I
oo

2. Montrer que (L) a des solutions non bornées.

. Soit ¢ : R = M,,(R) dérivable. Démontrer I’équivalence des propriétés suivantes :

i) p(0) = I, et Vo € R, ¢'(z) = ¢’ (0)p(x)
i) Y(x,y) € R?, o(x +y) = p(x)e(y) et Vo € R, detfp(x)] # 0

5 1 -1 et

. Résoudre Y/ = AY + B avec A= | 2 4 2| et B=| %

1 -1 3 —tet

. Soit (E) : ¢/ = y? + x et soit f une solution maximale telle que f(0) = 0.

1. Montrer que f est développable en série entiere.

2. Montrer que f est définie sur un intervalle majoré.

1
Soit 'équation différentielle z(x — 2)y’ + (x — 1)y = T (coP 2001)
z —
Montrer qu’il existe une solution développable en série entiére sur | —1,1].
Résoudre sur )0, +o00[ I'équation différentielle : (coP 2001)
e.'L'
y// . 2y/ Ly=—
x
Résoudre dans R Iéquation différentielle y” + |y| = 0. (X-Cachan 2004)
S =D
- - 2
1. Soit J(x) = ZO W.’E ", (Centrale 2004)
n=

Montrer que J est solution de I’équation différentielle : xy” + ¢’ + zy = 0.
2. Soit g = J? + J'?. Montrer que g est décroissante sur |0, +ool.

En déduire lexistence de / J(t)e *" dt avec s € R7. J est-elle intégrable ?
10,400]
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+oo
1 _ o
14. Formule de Schmidt : On donne / - cosu du =
0

™
= (Centrale 2004)
u2 2

T gint
1. Montrer que : / ¥ dt existe et la calculer.
0

+oo  ;

t

2. Soit F': x> / M dt. Montrer que F est de classe €2 sur R.
0 t(1+t4)

3. Montrer que F est de classe €4 sur R.
On pourra donner une représentation de F(3) & P’aide d’une intégration par parties.

™
Montrer que : F est solution de équation différentielle : 4 4y = 5 sur R;.

(1+t4) 2 2

En déduire ’expression de F' sur R.

4. Montrer que : Vo € Ry, / tsmﬂ dt == [1 — e %% cog \[4
0

y/ — y2 —x
15. Soit I’équation différentielle : (E) : { (Centrale 2004)
y(0) =0
1. Tracer avec Python la solution de cette équation (voir fiche Centrale sur 'analyse numérique).

2

. Y=z (a)

Tracer sur le méme graphe :
B { y=z—-1 (B)

Que peut-on dire des tangentes de la solution de (E) aux points d’intersection avec («),
2. Donner un développement limité de la solution de (E) au voisinage de 0.
3. Montrer qu’il est impossible que la solution de (E) « passe sous » («)
Indication : pour le 2) Taylor, pour le 3) considérer les dérivées a droite et a gauche d’un point d’inter-
section.
16. Résoudre I’équation différentielle avec une série entiere :
x.y" 4+ 2y + 2y =0avec y(0) =1 et y/(0) =0 (Beole de I'Air 2004)
17. Soit E =Ry, [X] et a € R\ Z. f,(P)=(X?-1)P'(X)—2(nX +a)P(X). (X-cachan 2007)

1. Démontrer que f, est un endomorphisme de FE.
2. Démontrer : P € Ker(f,) < P€ FEetVze|-1,1], P'(z) = ———

3. Résoudre (x)

4. Démontrer que g(z) = (1 + 2)*(1 — z)? est une fonction polynéme <= (a, ) € N2.
En déduire Ker(f,) = {0}.

5. Démontrer que les valeurs propres de f, sont de la forme A\, = 2(k — a), k € {—n,...,n}.
fa est-elle diagonalisable 7 Quels sont les vecteurs propres associés 7

1
18. 1. Résoudre " + — y = 0 sur |1, +oo]. (Centrale 2007)
T

Quelles sont les solutions bornées ?

2. Soit (E) : y"+ y=0sur Ry

1
(22 + 42 + 3)
(a) Soit f une solution bornée de (E).
Montrer que f’ admet une limite finie en 400 et que cette limite est 0.
(b) Montrer que (F) admet une solution non bornée.
(Considérer un systeme fondamental de solutions)

Commentaire : pour la 2.b), il faut penser & utiliser le Wronskien.

19. Soient f et g deux applications de classe € sur R. (X-cachan 2008)
1. Donner une expression de (fg)™.
2. Soit I'’équation différentielle (Ey) : (1 — X2)f" —2Xf' + \f =0
On pose Uy, = (X2 = 1), P, = U, Up(X) = Py(X) =1, U,(1 — X2) = f(U,)
Montrer que P, est solution de E,,(,41) sur [—1,1].
3. Soit u solution de E,, 41y sur | —1,1[. Soit W;, = u.P), — P,.u/ définie sur | — 1,1[.

Trouver une équation différentielle du premier ordre satisfaite par W,,. La résoudre.
2/3



4. Montrer que les u = aP, pour a € C sont les seules solutions de FE),(,41) prolongeables par
continuité en une fonction de classe € de [—1, 1] & valeurs dans C.

5. Soit D l'opérateur définie par D(f)(z) = & ((1 —2%) f'(z)).

Montrer que/ D(f)(t)g(t)dt = / D(g)(t)f(t)dt, ¥(f,g) € C*([~1,1],C).

6. Soit A ¢ {n(n+1), n € N}, A € R. Calculer / f(t)P,(t) dt en supposant f solution de E).

7. Montrer que les seuls A tels que f soit solution de E et soit prolongeable par continuité en une
fonction de classe € sur [—1, 1] sont les n.(n + 1) pour n € N.

20. On cherche a déterminer les trois réels : (X-Cachan 2008)
“+o0
1
A=l ey
n=1 \n

1. Trouver le rayon de convergence de > a,.x™ avec a,, =

Q
I
i\gh
3

1
()
1
2. Montrer que A = 5(23 +1)

3. Soit f: x> (arcsinz)? définie sur [—1,1].
Montrer que f est solution de 1’équation différentielle : (1 — z2)y”(z) — xy/(x) = 2 avec
y'(0) =y(0) =0.

4. Montrer que (arcsin(z))? =

“+oo
(2x)2n
2 )

| =

5. En déduire A, B, C
21. Exo 1 : Soit I’équation différentielle : y” + g(z)y = 0 (E) sur R ol ¢ est une fonction de classe ¢!

telle que { Z,>>00 au voisinage de +o0o. Soit f : RT™ — R solution de (E).

12
1. Montrer que g : z — f*(z) + / ((x)) est décroissante au voisinage de +o0.
q(x
2. En déduire que f est bornée sur R*. (Centrale 2008)
22. Soit ¢ > 0, E = {f : R} — R dérivable / f'(z) = f (2)}. (Centrale 2008)

1. Montrer que Vf € E, f est de classe €
2. Montrer que f vérifie une équation différentielle d’ordre 2.
3. Chercher les solutions sous la forme f(z) = z®. Discuter selon les valeurs de q.

4. Déterminer completement FE.
23. Soit a une fonction continue intégrable sur Ry et f une solution de I’équation différentielle : (centrate 2009)
y'+ 1 +a(z)y=0 (E)
1. Montrer que g(z) = f(x) + [ sin(z — t)a(t) f(t) dt est solution d’une équation différentielle.
2. Montrer qu’il existe une constante C' telle |f(z)| < C+ [; |a(t)||f(t)| dt.
3. En déduire que les solutions de (F) sont bornées sur R, .
24. Soit I'équation différentielle (E) : ty"(t) +ty'(t) +2y(t) = 0.
Déterminer les solutions développables en séries entieres.
25. Soit 'équation différentielle (E) : ty" (t) + ¢/ (t) — ty(t) = 0.
1. Déterminer les solutions de (F) développables en séries entieéres.
1 s
2. On considere fo : R —> R, ¢t — 2—/ et oSt dy.
™ —T
(a) Montrer que fy est solution de (E).
(b) Soit f et g deux fonctions réelles et deux fois dérivables sur R, vérifiant (E). Montrer que
0= f'g— fg' est dérivable et vérifie
(E"Y : VteR, té&'(t)+6(t) =

(c) Déterminer les solutions dérivables sur R de (E’).
(d) En déduire 'ensemble des fonctions deux fois dérivables sur R, vérifiant (F).
(e) Donner le développement en série entiere de fo.
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