10.

11.

(PST™)

FEUILLE D’EXERCICES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

. Trouver les solutions des équations différentielles suivantes :

a. ty —2y=t

b. t(t+2)y +(t+1)y=1
2t -ty + (1 -ty =1
d. y'sint +ycost = sin’t

o

e. ¥y +y=t%cost

. Soit équation différentielle (€) : (2% — 4x)y’ — (z + 2)y = x.

1. Montrer qu’il existe une solution développable en série entiére sur un voisinage de l’origine.

2. Intégrer complétement (£) et examiner la régularité des solutions en 0.

. On considere I'équation différentielle (E) : (z — 1)y” + 2y’ +y = 0.

1. Déterminer les solutions de (E) développables en séries entieres pour |z| < 1, puis montrer que
toutes les solutions de (E) sur | — 1, +1[ sont développables en séries entiéres sur cet intervalle.

2. Montrer que, parmi ces solutions, il existe une droite vectorielle de solutions développables en séries
entieres sur R.

1
. On étudie sur RT* I'équation différentielle (£) : zy’ + Ay = —— (A € RT™).

1+
1. Déterminer la solution qui admet une limite finie en 0F.

2. Existe-t-il une solution développable en série entiere autour de 07?

. Soit Péquation différentielle (€) : (2 — 1)y” + 32y’ +y = 0.

1. Trouver les solutions développables en série entiere.

2. Intégrer (€) en utilisant les intégrales de Wallis.

. On note Dy =1, et pour n € N*, D,, le nombre de partitions de {1,...,n}.
n
n
1. Montrer que Vn € N, D, = Z (k) Dy..
k=0
00 D
2. Soit f(z) = k—'kzk. Montrer que le rayon de convergence de cette série est supérieur ou égal a 1.

n=0

3. Trouver une équation différentielle vérifiée par f. Calculer alors f.

2,11

. Intégrer sur R*™* I’équation différentielle (£)  z%y” +xy —y = zInz.

. Intégrer I’équation différentielle (€) : 2%y” + 4xy’ + 2y = In(1 + ).
0 0 1
. Intégrer le systeme différentiel Y/ = AY avec A= |1 2 -1
1 2 3
Résoudre les systemes différentiels suivants :
1) = x+y, z(0)=a %) 2’ =—y+sinat (x €R) 3) = —br—y
y = 2x y(0) =10 y =z —cosat poser z=1x+1y y'= x-3y
v=x— Y " 5 3 /
+s52x+3y=0, z(0)=2a, 2/(0)=0
Ny =x+2 547
) yz/:xjxizz ){y”+§w+§y0, y(0)=0, ¥'(0)=0

Soit ’équation différentielle (£) : y + 3" = %

1. Montrer qu’il existe une et une seule solution de limite 0 en +oo.

2. Montrer que les fonction f et g définies par

+oo sint +oo e—;vt
fl@) = /0 e dt et g(z) = /0 e dt sont des solutions de (&).

o0 gint
3. Comparer f et g et en déduire / —dt.
0

t
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12. Soit un mobile de masse m, d’abscisse z(t) dont 1’équation du mouvement est :
md = g — sgn(z)P ()

olt ® est une fonction paire, positive sur [0, +o0[, C! sauf peut-étre en 0. g est une constante positive.

a) Interpréter physiquement I’équation,

b) La résoudre dans le cas : ®(z) = 22,
¢) Montrer que dans le cas général, on a : z(t) o vt (Cachan 2000)
o0
13. On considere I'équation différentielle : 2z.(1 —z).y' + (1 —z).y =1 (X-Cachan 2011)
1. Déterminer une primitive de ———— sur ]0,1[ et |1, +o0].
2z(1 — x)
V—z

2. Déterminer une primitive de sur | — o0, 0|

2z(1 — x)
3. Donner la solution homogene.
4. Donner les solutions maximales.

T T

14. On se place sur l'intervalle I =] — 7, Z[. (Centrale 2011)
Soit (E) équation différentielle définie sur I par :  y”(z) cos(x) — 2y/(z) sin(x) — y(z) cos(x) = sin(x)
On note (Ey) I’équation homogene associée a (E).

1. Vérifier que z — est solution de (Ep).

cos(z)
2. En déduire ’ensemble des solutions de (Ey) et (E).
exp(—xt)
1+t2
1. Montrer la continuité de f sur R,.

dt. (Mines 2011)

“+ o0
15. Soit 'application f : z n—)/
0

1
2. Montrer que Vo € RY, f"(x)+ f(z) = —.
x

3. Résoudre cette équation différentielle.

+oo
16. Exo 1 : Soit 'application f : x l—)/ e2imwt—t* gy (Centrale 2010)
— 00

1. Trouver le domaine de définition de f. Montrer que f est de classe ¢! sur son domaine de définition.
2. Trouver une équation différentielle satisfaite par f.

3. Résoudre I’équation différentielle.

z
17. On consideére la fonction f : ¢ — / exp(—t sin(z)) da et I’équation différentielle (Mines 2010)
0

(E):ty" +y —ty+1=0

1. Montrer que f vérifie I’équation différentielle (E).

2. Chercher des solutions de (E) sous la forme de série entiere.

™

3. En déduire alors /2 sin™(x) dx.
0

18. Soit f € C(R4,R) vérifiant I’équation différentielle suivante : (X-ENS 2018)
vt 1, tf(t) = ft) - ft-1) (1)

1. Montrer que f est de classe €°° sur R’} et en déduire que
t
fls—1
ft)y=t <f(1)/ % ds
1

+oo
—1
2. On suppose que / M du converge.

1 u?

(s - 1)

5 ds.

(a) Montrer que : f(t) =t /

s s
T 1(4) —
(b) Montrer que : t_l:gloof (t)=0
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19.

20.

21.

22.

23.

On considére 1'équation différentielle (E) : ¢/ (z) + 2 y/'(z) + 2y(x) = 0 sur Uintervalle I & déterminer.
Déterminer les solutions développables en série entiere. (Mines 2018)

Exo 1 : On note {z} = = — |z] la partie décimale d’un réel x. (X-ENS 2017)
Soit ¢ un irrationnel.
1. Montrer que la fonction n € N +—— {n¢} € [0, 1] est injective.

2. Montrer que pour tout ¢ > 0, il existe m # n deux entiers naturels tels que :
0<{m¢} —{n(}<e

3. Montrer que ’ensemble des réels de la forme a + b avec a, b des entiers relatifs, est dense dans R.
On considere I’équation différentielle : " +2y'+y = f avec f une fonction continue dans R non constante.
On cherche a montrer I'unicité d’une solution périodique. Soient ¥;, y2 deux solutions périodiques de
période T3 et T5.

4. Montrer que T7/T5 est rationnel.

5. En déduire que yo2 — y; est bornée.

6. Montrer y; = yo
1
dt.
ch(t)»
1. Justifier que les a,, sont bien définies et calculer a; et as.

(Centrale 2017)

“+oo
Soit n € N*, on pose a,, = /
0

2. Montrer que Vn € N*, (n+ 1) apto = nay,.
+oo
3. On définit f: x — Z anz" L.
n=1
Montrer que le rayon de convergence est supérieur ou égal a 1.
4. Montrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 1.

5. Déterminer f.
Soit a € R et I'équation différentielle (E,) : zy’ + ay — 2y® = a.
1. Montrer qu’il existe une solution ® :] — 1, 1[— R développable en série entiere telle que ®(0) = 1.

2. Montrer que ®(z) = O (ﬁ)
T—1-

3. Soit f € €1([0,1],R) tel que £(0) = f(1) = 0.
1 1
Montrer que : / t*(f'(1)* dt > a / t*= 1 £2(t) dt.

0 0

1
indication : considérer I = / t (f'(t) + f(H)®(t))? dt.
0

[ —
Soit & : m/ = az — bry avec a, b, ¢ et d des réels strictement positifs.
Y = —cy+dry

1. Interpréter ces équations sachant que x est une densité de sardines, y une densité de requins, et
que la probabilité de rencontre entre une sardine et un requin est proportionnelle a xy.

2. H(z,y) = by+dr—clnz—alny. Montrer que H(x(t), y(t)) est une intégrale premiére du mouvement
(') (x, y solutions strictement positives de &)

3. Si x et y sont des solutions périodiques (> 0) de &, calculer leur valeur moyenne.

T
x(t
indication : considérer / L dt.
o z(t)
4. Montrer que les solutions ne peuvent étre que périodiques.
indication : diviser R? en 4 quadrants selon les signes de a — by et de ¢ — dz. Montrer par ’absurde

a c
que : 3ty | y(t1) = 3 et z(ty) < p

5. Comment modéliser 'influence de la péche ? (Cachan 2005)

1. une intégrale premiere du mouvement est une quantité qui reste constante au cours du temps

.
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