FEUILLE D’EXERCICES SUR LES ESPACES VECTORIELS NORMES.

R? — R
(z,y) — sup{lz+ty[[t€]0,1
Dessiner la sphere unité.

. Montrer que N : < ]}> définit une norme sur R2.

. Sur E =C([0,1],R) on définit les trois normes

mn=[1swra wn=([ Foa)” N = sw 1)

On considere la suite (fy,)n>2 d’éléments de E définie par :

0<t<t = f.@) = nt
L<t<2 = ) = 2-nt
2Lt<l = folt) = 0

Calculer N1(fy), N2(fn) et Noo(frn)- Que dire de la suite (f,,) dans les différents espaces vectoriels (E, Ny),
(E, NQ) et (E’ Noo)

. Soit E = {f € C*([0,1],R) | f(0) = f'(0) = 0}.
1. Montrer que ||f|| = sup |f”(t) +2f'(¢) + f(t)| définit une norme sur E.
te[0,1]
2. Montrer qu'il existe un réel a > 0 tel que || f||., < a| f||. Trouver le meilleur coefficient a.

[¢]

- o
. Soit R un réel strictement positif, montrer que Bo(a, R) = Br(a, R) et que Br(a, R) = Bo(a, R).

5. Soit E un espace vectoriel normé, A et B deux parties de E, on définit A+ B ={a+b/a € A, b€ B}.

Montrer que :
a) A ouvert ou B ouvert = A + B ouvert.
b) (A et B fermés) n’implique pas (A + B fermé).
c) Si E est de dimension finie, montrer que 1'on a :
A fermé borné et B fermé = A + B fermé.

. Les fonctions suivantes admettent-elles des limites en (0,0) ?

3
T v .
Te+y x2 _|_y2 2 + y2
sin xy x z.y?
cos —

Va2 +y? y z? +yt

. Soit E un espace vectoriel normé, F' un sous-espace vectoriel de F, montrer que

[e]
~F+£E=F=0
— Tout sous-espace vecctoriel d’un espace vectoriel dimension finie est fermé.
— Donner un exemple ot F' de dimension infinie et F' non fermé.
N z induit un homéomorphisme (c’est-a-dire f inversible continue et f~!
L ||]]
continue) de E sur la boule unité.

Montrer que f est lipschitzienne et trouver le meilleur rapport.

. Montrer que f : <

. Soit A une partie non vide de F espace vectoriel normé.
Pour tout r > 0, on pose B(A,r) = {z € E | d(z,A) < r}. Montrer que :

B(A,r) = U B(x,r), A= m B(A,r)

T€A r>0

Si A est bornée, calculer le diametre de B(A,r) en fonction de celui de A.
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Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, v : £ — F linéaire. Montrer que :
(Pour tout suite (z,)neny d’éléments de E de limite O, on a (u(x,))neny bornée dans F' )= wu continue.

Soit (uy,) une suite réelle bornée. a,, = inf uy et b, = sup u.
kzn k>n

1. Montrer que (ay) et (b,) sont convergentes

2. Montrer que (uy) est convergente <= (a,) et (by) ont la méme limite. (Centrale 2001)

On définit la suite (u,) par : u, = cos § ...cos 5. Etudier (u,,).

(on pourra calculer d’abord v, = uy, sin 55 ). Air 1999

Une suite (a,) est définie par la donnée de ag > 0 et a3 > 0, et la relation de récurrence :
apvo = (1 + ape1) + In(1 + ay)

Etudier Pexistence et le signe de a,,.
Soit f: @+ x —2In(1 + z); montrer que f s’annule en un et un seul point o de R™*.

Soit S = min(ag, a1, @) et v = max(ap, a1, @) ; prouver que, pour tout n € N, 8 < a,, <.

Ll

Soit A, = inf ay et p, = sup ag ; montrer que (\,) et (u,) convergent.
k>n k>n

On note A et p leurs limites respectives.
5. Etablir, pour tout n € N : 2In(1+ A;) < Mpg2 < g2 < 2In(1 + py,), en déduire A = g = a.

6. Etudier la convergence de (ay,).

On fixe a > 0 et b > 0, et on définit deux suites (u,) et (v,) par : ug = a, vo = b; et, pour tout n € N :
Upt1l = \/UnUp €6 Uy = % Montrer que (uy,) et (v,) convergent vers le méme réel.

Soit B = {(un)neN / (Un)nen bornée}.
On considere ’endomorphisme A de B défini par

A u= (Up)pen = V= (Up)neny OU VN €N, vy = Upt1 — Up.
1. Calculer d(1, A(B)) dans B muni de la norme infinie.
2. Un résultat analogue reste-t-il vrai pour toute autre norme sur B 7

Soit A et B deux parties non vides, fermées et disjointes de E un espace vectoriel normé,

1. Trouver une fonction continue f : E — R telle que fla=0et flp=1
2. En déduire I'existence de deux ouverts disjoints U et V de E telsque: ACU et BCV

(Ma®) = R
Montrer que det.( A —  det(A)

En déduire que ensemble des matrices inversibles est un ouvert de M, (R).

) est une application continue.

Montrer qu’il n’existe pas deux applications linéaires continues u et v d’un espace vectoriel normé F
dans lui-méme telles que : vou —uov=1Idg (1)
(indication : on pourra montrer que (1) = Vn € N, vou"™ —u"lov = (n+1).u")

Soit a € [0, 1], vérifier que 'on définit un endomorphisme T, sur le R—espace vectoriel E = C([0, 1], R)

1 1
par g = T,(f) ou g(x) = x—a/ f(t)dt. E étant normé par || f|; = / | f(t)| dt, montrer que T, est

0 0
continue si a € [0, 1] et dans ce cas calculer ||| T, ]]] = sup{||Ta ()] / If]| < 1}.
n . q .
Soit E = R[X] normé par N(P) = sup{|a;| | ¢ € [0,n]} pour P = > a;X*. Soit L = > A\ X" un
i=0 i=0
polynéme non nul. Montrer que ’application ¢ : (g : ]53) est linéaire continue.

Montrer qu’il existe a € Ry tel que VP € R[X], |[¢(P)|| < a||P]|. Trouver le plus petit des a qui convient.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et v un endomorphisme de E tel que |lu|| < 1. Pour tout
. 1

n € N, on note u™ le n**™¢ itéré de u et v, = (Idg +u+u?+---+u™). Montrer que la suite (v, )nen

- n+1
converge dans l’espace vectoriel normé L.(E) vers un projecteur p. Déterminer I'image et le noyau de p.
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22. Soit £ = K[X] normé par ||P||, = sup |ax| pour P= Y apX".
k=0

0<k<deg P
Montrer que H = {P eE|PQ1) = O} est un hyperplan dense de E, c’est-a-dire, tel que H = E.
23. Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f: E — F. (Mines 2017)

Montrer que :

f continue < VA C E, f(A) C f(A)

24. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie et A une partie ouverte de E. (Mines 2018)
Montrer que U = U B(a, 1) est un ouvert.
a€A
25. Définition : ¢ est une valeur d’adhérence de la suite (z,,)nen si et seulement si il existe une suite extraite
de (x,,) qui converge vers /. (X - 2017)

Soit (x,) une suite réelle bornée.

1. On définit y,, = inf xy.

k>n
(a) Montrer que la suite (y,) est une suite convergente.
(b) En déduire que la suite (z,) admet au moins une valeur d’adhérence.

2. Soit (z,) une suite réelle bornée admettant une unique valeur d’adhérence. Montrer que la suite
(zn,) est convergente.

3. (a) Soit (z,) une suite réelle bornée telle que lim 3z, + x3, = 0.
n—-+oo

La suite (x,,) est-elle convergente ?
(b) Trouver une suite réelle divergente vérifiant ngrfoo 3z, + 3, = 0 et ayant une unique valeur
d’adhérence.
4. Soit (x,) une suite réelle bornée, soit a et b deux réels non nuls tels que % ¢ Q.
Montrer que (exp(iax,))nen et (exp(ibx,))nen convergent implique (x,)nen converge.

26. Soit d e N*, E = R4 muni de son produit scalaire usuel et de la norme euclidienne associée. (x-ens 2018)
Soit (x1,72) € (R?)2. On considére deux boules de méme rayon By = B(z1, R) et By = B(z2, R).
Trouver le rayon minimal d’une boule contenant B; N Bs.

27. Soit A € M, (R) une matrice diagonalisable. On note Aq,..., A, les valeurs propres distinctes de A.
On suppose que (A¥),en est une suite convergente de limite L € M,,(R). (Centrale 2018)

1. (a) Que peut-on dire des \; ?
(b) Donner un polynoéme de degré p qui annule A.

2. Montrer que si @ € R, [X] est annulateur de A alors Vi € [1,p], A; est racine de Q.
En déduire que (I,,, 4,..., AP~1) est une famille libre.

3. Montrer que Vk € N, 3P, € R,_1[X], A¥ = P,(A).
4. Montrer que L = P(A) avec P € R,_1[X].

1 2 3
28. SOit M = 01 2]. (Centrale 2018)
0 0 1

1. La matrice M est-elle diagonalisable ?
Existe-il une suite de matrices diagonalisables qui tend vers M ?

2. Soit P un polynéme unitaire de R[X] de degré n, montrer que P est scindé dans R[X] si seulement
. N n
si pour tout z appartenant & C, |P(2)| > [Im(z)|".

3. Soit (Ag)ren une suite de matrices diagonalisables qui tend une matrice A.
Montrer que le polynéme caractéristique de A est scindé dans R[X].

c
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