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FEUILLE D’EXERCICES SUR LES INTEGRALES IMPROPRES.

“+o0
1. Etudier I'existence de / (1 -th®2z)dx (o € R).
0

R — RT
2. Soit f |t 7& 0 — @ . (ENTPE 1999)
0 — 1

1. Montrer que f est bornée sur R¥.

(k+1)m \sint|
2. Soit uy = / n dt. Montrer que Zuk diverge.
km E>0

3. f est-elle intégrable sur R*.

“+oo
th 3z — th2z

3. Prouver l'existence et calculer / ——dz
0 xr

4. Soit p, g des réels strictement positifs.

xP~1

1+ 29

2. Exprimer I, ;, sous forme d’une série,

+oo +oo
-1 —1)"
3. En déduire Z (=1) et Z (=1
n=0

€T,

1
1. Prouver existence de I, , = /
0

n+1 n+1"

n=0

5. Soit f une fonction positive continue par morceaux sur [0, +oo].

1. Montrer que si f décroissante positive et intégrable sur [0, 4 oo alors lim f(z) = 0puisque lim z.f(z) = 0.
T—+00 T—+00

2. On suppose que f intégrable sur [0, +oo[, peut-on en déduire que hrf f(z) = 07 Montrer qu'il existe
T—r+00
une suite (z,)nen telle que lim 2z, = oo et lim x,.f(z,) =0.
n—-+oo n—-+oo
+o00o

dz et Sp = E v avec p € N*. (ENSI 1999)
n

n=1

P
v 1

“+o0
6. Prouver l'existence et comparer : I, = /
0

/4
7. On pose 7, = / tan®"™2¢dt, (n € N). Montrer que : 7,41 + 7, =
0

. .. 1
En déduire que, au voisinage de 400, on a : 1, ~ e
n

2n+3°

1 1 —1)"
Exprimer s, =1— -+ - —---+ (=1) en fonction de r,, et en déduire 'existence et la valeur de lim s,,.
. 1 * s / _ g(x)
8. Soit g € ¢ (R,R) vérifiant ¢'(z) =100 0 | = |. (X-Cachan 2001)
T

1. Montrer que Ve > 0, lirf g(z)a® = +00. Que peut-on en conclure sur g ?
T—r+00

+oo
2. Nature de/ g(t)dt
0
3. Montrer que/ g(t) dt+~ xg(x)
0 oo

= ln(n) + v+ 0(1). (Mines 2018)

T =

n
9. 1. Démontrer que Z
k=1

n n —+oo
2. Montrer que lim (1 - E) In(z) dz = / e ¥ In(z) dz.
0 0

n—-+o0o n
3. Exprimer cette limite en fonction de ~.

20 In(1 + ¢2 oo t2
10. Existence et calcul des intégrales : / M dt et / M
0

dt >0).
, 1+ Tz dtpour (@>0)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

+oo
Soit f : x / arctan(zt) .,
y  td+82)

1. Montrer que f est de classe €' sur R.

+oo 2
t
2. Calculer f'(x) et en déduire/ (arcanx) dz.
0 €T

+oo i t +oo i t
SoitI:/ #dtetf:xrﬁ/ #a“dt.
0 0

1. Montrer 'existence de I.
2. (a) Donner l'ensemble de définition de f.

(b) Montrer que f est de classe €' sur R**.

3. Calculer f sur R**.
4. Montrer que f est continue en 0 et en déduite I.

¢ dt
Définition, dérivabilité et variation de la fonction f définie par : f(z) = / (i)
1 n\tr

1
1+t dt
Soit F(z :/ ln< > lorsque cela est possible, étudier F'(z) puis F(x).
@)= [ (75 ) o o b (2) puis F ()

+oo et

Soit f(x) :/ - dt.

1. Montrer que f est bien définie et dérivable sur ]0, +oo[. Calculer la dérivée de f.
2. Calculer un équivalent simple de f en 0 et en 4oc0.

+oo
3. Montrer que f est intégrable sur ]0, +oo[. Quelle est la valeur de / f) de?
0

dt
£2n 4 tn 1)

+oo
Existene et calcul éventuel de / i
0

+o0o e—nt
Soit u,, = dt.
Ot tn /0 l+et+...+ent

1. Etudier la suite (uy,).
2. Etudier la série 3 uy,.
S (D"
Soit p(x) = nz:% pem (x > 0). p est-elle continue sur |0, +oo[ ?

. @ /1 dt
Montrer que xr) = .
amer o ¥ +1

Tj5 bour n & N. Et sur [1,400[?

dx
x+2)...(x+n)

Soit n € N*| existence et calcul de /
o (z+1)(

/2
Soit f:x — / In(z? + sin” t) dt.
0

1. Montrer que f est € sur R%. Calculer f'(z).
2. Calculer lim f(z) — wlnx. En déduire f(z).
Tr—r0o0

/2
3. Montrer que f est continue en 0. En déduire la valeur de / In(sint) dt.
0

Calculer J :/ lnw dt, (1 <a<b).
0

a — cost

™
Montrer que x — / cos(zsint) dt a un et un seul zéro sur [0, 7.
0
R — R R — R
o 1 —22(1+t2) i x
Soit f: N / e gt et g: N / i
0 1 + t2 0

Exprimer f en fonction de g.

+oo 5
En déduire / et dt.
0

n—4+ocon

1 1 . n 2
Calculer lim 7/ f() <s1n§n )> dt, avec f une application continue de [0, 1] dans R.
0
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/2 |4 ¢ T2 | " n 1
25. Soit n S N, An = / M dt et Bn = / M dt, Up = — —Inn. (Centrale 2005)
0 sint 0 t — k
)

1. Montrer que la suite (v,,) est bornée, ainsi que la suite (4, — (apres avoir montré Dexistence des

intégrales).
2. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que A, = Clnn+ O(1) et B, = Clnn+ O(1).

26. Soit M € Ry et f € F(R,C) telle que Vx € R, |z| > M = f(x) = 0. On définit f: z — / et f(t) dt

1. Montrer que fexiste‘ (Centrale 2005)
2. Montrer que si f est €2 alors ]?est intégrable sur R.
3. Montrer que fest E>.

+oo inpn +o0
4. Montrer que f est développable en série entiere et que f / t" f(t)

1

|

27. Soit I :/ nixz dz. (Centrale 2008)
o 1+z

1. Prouver l'existence de I.
— (="
2. Montrer que I = Z m

n=1

+oo
28. SOlt f c %0(]1, +Oo[,R), o = / S ‘f(s)‘ ds < ].. (X-Cachan 2014)
1
On cherche u tel que v’ + f(t)u=0 (E).
’U,o(t) =1

+o0o Up 0 ,+ool, )
un+1(t)=1+/t (t — 8)un(s) f(s) ds € ¢°(]1,+oo[, R)

On définit la suite (uy,)nen par

+oo
1. Par récurrence, démontrer que u,, définie bornée de classe €2 et / (1—5) un(s) f(s) ds est absolument
1

convergente.
2. Démontrer que |u,11(t) — u, ()| < ot
1
3. En déduire que sup |u,(t)| <
te]l,4+o00[ 1-«

4. Montrer que la suite (uy,)nen converge vers une fonction u*.
5. Montrer que u* vérifie I’équation différentielle (E).

too sh a:t)

dt. (Mines 2014)

29. Soit lapplication f : z r—>/

1. Domaine de définition de f .
2. Donner un développement en série de fonctions de f.

. . . Foeo dx
30. Existence et calcul de I'intégrale suivante : T T o (Mines 2014)
0 (14 28)(1 + z2)
+o0o 1 x+% b c
31. Soit (a,b,c) € R? et I'intégrale I(a,b,c) = / (1 + ) - (a + ) dz (ENSAM 2014)
1 X X

1. Discuter de la convergence de I(a,b,c) en fonction de a, b, ¢ des réels.

2. Montrer qu’il existe un unique couple (a,c) tel que I(a, —a, c) converge.
. — . oo dx

32. Soit l'application f définie par f(t) = /1 W7 a>1. (Centrale 2013)
1. Quel est le domaine de définition de f 7
2. Montrer que I’application f est de classe €.
3. Discuter 'intégrabilité de f et le démontrer.

+o0 et
33. Ensemble de définition et calcul de f(z,y) = /_oo (e
34. Soit la suite de réels (ay)ney défini a0 =0
. Soit la suite de réels (a éfinie par . (X 2019)
n/nel P ant1=(Mm+1)2+(n+1)a,¥n eN
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. Donner le rayon de convergence de la série entiere Z anx"
n=0
. Donner un équivalent de a,, lorsque n tend vers 4occ.
—+o0
. Soit E(s) = Z % s™. Donner le rayon de convergence de FE et calculer E(s).
n=0

Comment (re)trouver l'expression de (a,)nen & partir de E(s) ?
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