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(PST™)

FEUILLE D’EXERCICES SUR LES SERIES.

. Convergence et somme (quand elle converge) de :

n?+n-3 n (=™
2 2 T 2T

' 1
Z arctan - Z Inn+aln(n+ 1)+ bln(n + 2) Z arctan p

. Etudier les séries de termes généraux :

™ T 1
vIn(n+1) —VInn tan — Cos — nt*+2n+1—+vnt+kn _—
( ) (4n+1) n v v (14+1/y/n)"
1 cos (Qnﬂ) (="
T —— sin(mvn2? +an +b —— 37 _—
ESYNOG (mv ) . PR
(=1)™ncosn
ny/n +sinn
(0] idere 1 ite de t Snéral (uy,) ! + ! +...+ !
. On considere la suite de terme général (u,) : u, = — 4 ... .
/ & W T 1 2t 3 an—1
Etudier la convergence de cette suite. En donner la limite.
Trouver, quand n tend vers +oo un équivalent de £ — u,,. (INT 2001)
1 =
. Prouver que pour tout z € C tel que |2] <1l,ona: — = Z(n +1)z"
(=22 7=
. Soit > u,, une série a termes réels positifs, discuter la nature de la série > v, avec v, = T
n2uy,
. Compléments a la régle de d’Alembert
Soit ) ay une série a termes dans R7, telle qu’au voisinage de +o00 on ait :
a « 1
S — 14— +o () :
Qn n n
Montrer que :
—si o < —1 alors la série > a,, est convergente,
— sl @ > —1 alors la série Y a, est divergente,
— pour a = —1, trouver un exemple ou la série Y a, est convergente et un exemple ou la série
> ay, est divergente.
. Pour p € N, étudier la convergence de la série de terme général G
nn
. Soit Y u,, une série convergente a termes positifs ; montrer que la série de terme général converge.

n
Que peut-on dire si la série Y u,, diverge?

P(n
. Soient P et ) deux polynomes; discuter la convergence de la série de terme général L, puis celle de

Q(n)
P(n
la série de terme général (—1)"Q. (Mines 2021)
Q(n)
. . sinn
Prouver la convergence de la série de terme général et calculer sa somme.
+oo too
Trouver un équivalent simple de A,, = Z ) pour a > 1 puis de B,, = Z ———— pour o > 1
ke E(ln k)
k=n k=n
—1)lvnl
convergence de la série Z (=1 pour n > 1.
n
Trouver un équivalent simple en +oo de Z k“Ink avec o > 1 (Centrale 2003)
k=1
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14. Soit (un)nen tel que ug = a €10,1[ et Vn € N, up4q = sin(uy,).
1. Montrer que Vn € N, wu,, > 0, (un)nen est décroissante et

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

2. On pose Vn € N| v, = up, — Upy1-

(a) Quelle est la nature de la série Z Up !

n=0

(b) Quelle est la nature de la série Z ud ?

n>0

3. On pose Vn € N, wn—ln< Un )

Un+1

(a) Quelle est la nature de la série Z Wy, ?

(b) Quelle est la nature de la série u? ?

4. Quelle est la nature de la série Z Uy !

n=0

n
Soit la suite (uy)nen définie par u, = <Z th k;) —n.

k=0

1) Montrer que la suite (up)nen est convergente.

lim wu, =0
+

2) On pose £ = lim w,, trouver un équivalent simple de (¢ — uy,).
n—-4oo
“+o00
Equivalent de ———en 0.
d HZZO 1+ n2z?

indication : trouver un encadrement a l’aide d’intégrales.

o0

_ 1 =1
Soit e la somme de — et R, Z R

k!
k=0

1
1. Montrer que
n+1

k=n+1

< n!Rn < -
n

2. Nature de Z sin(nlem)

Etudiez la convergence de la série de terme général :

Soit H \/k47

Soit (uy)nen une suite de réels strictement positifs. v, =

u, = sin(ry/n? + a?) avec a € R.

Convergence 7 limite ?

’ﬂ

k=

— Montrer que (v,,) admet une limite ¢ € [0, 1]

1
— Montrer que { # 0 <~ Z — convergente
Un,

1
Soit (tn)nen/Un+1 =/ 1+ u2 avec ug > 0et Vn €N, v, = —.

— Montrer que la série Y v, diverge.

n
— Montrer que quand n tend vers +oo, Z Uk Y 2v/n
(o]

Soit Y w, une série convergente & termes strictement positifs. Soit vy,

1. Soit o € R? . Déterminer la nature de Z

2. Trouver une suite (u

3. Trouver une suite (uy,

k=0

1

nelnn’

n>=2

) telle que > vy, soit divergente.

2/3

1w
H 1+ ug)

1

Un

n) telle que > v, soit convergente.

= up Inu,.

(ENS 2021)

(Centrale 2001)

(CCP 2001)

(TPE 2001)

(Mines 2003)

(Mines 2003)

(CCP 2003)

(Centrale 2010)



23. Soit la suite (z,)nen définie par zo > 0 et 2,41 = T, + 22
1. Quelle est la limite de la suite (2 )nen ?
2. Soit la suite (u,) définie par u, = (3+). In(zy).
Montrer que la suite (u,) converge.
Indication : on pourra considérer une somme télescopique. (Mines 2010)

(1)

n(n+1)
2

24. Etudier la série de terme général (Mines 2010)

4n
25. Soit u,, = ——————. Prouver la convergence de la série > u,, et calculer sa somme.
indication : n* +2n% + 9 = (n? + 3)% — 4n?. (Centrale 2009)

26. Déterminer la convergence de la série de terme général (u,) défini pour tout entier n non nul par

1
Uy = (—1)" (_1)>L/f_ \/ﬁ sin (\/ﬁ) . (Centrale 2009)

1 A2 —11\"
27. Convergence de la série Z o (0\2)2> . (Centrale 2009)
n _

n>0

. N ’ . ~ >\ A
28. On considere la série 3 u,, ott u, = (RY/" — 1) ot C € RY et A € R,
Déterminer la nature de la série > w,,. (Mines 2009)

29. Soit Z a, une série a termes positifs.

n 1 n n
Soit Vn €N, A, =S a;jetbp= —— S kay, By = b

e Relier A,, B, et b,.

e Montrer que > a, et > b, sont de méme nature. (Mines 2005)
1
. . fo _ - ) 0
30. Soit la suite (u,) définie par u,, = 7(1n(n))ln(ln ok La série Y u, est-elle convergence ? (Centrale 2010)
. : o fe) .
31. Soit f € €*([1, 400, R) telle que lim =pavec p € R7. (X-Cachan 2012)

T——+00 (;17)
n+1

Soit la suite (ay)nen+ définie par Vn € N*, a,, = / ft) dt.

n

1. Montrer que la série E a, diverge
n>0

el —1
2. Montrer que a,, ~
n—-+oo p

n n+1
3. Montrer que Zf(k) ~ P / " f(t) dt.
1

n—+oo eP — 1
k=1

fn)

4. Donner un équivalent « simple » de S,, = Z 2K 1n(k).
k=2

32. On considere la suite (u,,) définie par la donnée de ug € R et la relation de récurrence w11 = ————.
Un + n+1
(i) calculer w12 — u, et montrer que la suite de terme général v,, = ug, 1 est croissante, et majorée

par 1.
(ii) On suppose que ILm vp, < 1; montrer que la suite de terme général (n + 1)(vp41 — vy) & une
n oo

limite non nulle.

(iii) montrer que lim wu, = 1.
n—00

(~1)"n
n2a 4 (_1)n :
1. Pour quelles valeurs de « la série des a,, converge absolument ?

33.VneN, a, =

(ENS 2021)

2. Pour quelles valeurs de « la série des a,, converge ?

3. Donner un équivalent de (a,)? Que remarquez-vous ?

c
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