1 1
8. Nature de la série Z Uy OU U, vaut —— si n est un carré et — sinon.
n n
(=n~
9. Etudier la série de terme général u,, = ST — 1)nn+1 - 1.
e{ m] -1
: . s 4 n\"
10. Discuter suivant a € R la nature de la série Z — arctan .
T n+1
n n
11. On consideére la série de terme général u,, = ( n 1) . Montrer que la série Zun converge et donner
n
+o0o
un équivalent du reste R,, = Z U
k=n-+1
12. Soit x et ¢ deux réels, étudier la nature des séries :
1+ xzcosp+a2cos2p+---+x"cosnp + ...
xsing +22sin2p 4 -+ + 2" sinnp + . ..
13. Etudier les séries de terme général
(—1)"n? o .z . X " +n ™
— nlsinxsin — ...sin — e eE—
vn® +1 2 n nz™ + 1 VI+V2+-+yn
14.

FEUILLE D’EXERCICES SUR LES SERIES.

. Etudier les séries qui ont pour termes généraux(n > 1) :

n—1 14+1Inn a” 1 1
_— —_— arccos | 1 — —
nn+1)(n+2 ny/n 1407 n?

(n+1)(n+2)
1 1 n 1 1
t 14 — —arct 1—— vn I+d++2
arc an\/Tn arc an\/in (1 + a)(l +a2) . (1 +a") na a

. Relations d’inclusion entre les ensembles suivants : |
U
E = {(un)nzo | ¥ [un] < 00}, Fo= Ao | Y 7705 < b
n>0 "0 1+n
U
G = {(Un)n>0 | Z [tnp1 — Un| < 00}, H = {(un)n>0 | Z 1|+n‘n < oo}, (Cachan 2000)
n=>0 n=>0
. Prouver la convergence et calculer la somme des séries de termes généraux :
—1
_n-: m(1-—
n(n+ 1)(n + 2) n?
N N e N o) A .
. Soit ¢ : N* — N* une injection. On pose Vn € N*, u, = —=. Etudier la nature de la série Z U,
n
. 1 -
. Soit u,, = ————  — 1 pour n € N*. Quelle la nature de la série Z Uy 7

tan(m/4 4+ 1/n)

n—1
. Nature de la série Z Uy OU U, = COS (n27rln ())
n

. Soit Zun une série divergente a termes positifs. On pose pour tout n € N :

Un Un Un Un
= ’u)n = —— :L.TL = ——— yTL =
1+u,’ 1+ nu,’ 1+ n2u,’

Etudier la nature des séries Z Uns Z Why, Z T, Z Yn -

Un

1 - >
Poura>1etneN*,onposeun:n—MSnzzuketRn: Z Up.
k=1 k=n+1

S . . R
Etudier la nature de la série de terme général v,, = S—n
n

(PSI*)
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2n dt

. Nature de la série de terme général u,, = / —7
Tl 14tV
n
. Soit u une suite & valeurs dans R*. On pose U, = Zuk pour tout entier m et on suppose que :
k=0

vn € N*, Uz, < (1+ 1) U,. Montrer que la série Z U, converge.

+oo1

17. Calculer lim A

18

A0+ nitA’
n=1

LL’():O

. On définit la suite (z,,)nen par [2, +1-OnposeVn € N, u, =1—z,,.
Tnyl1 =
2

1) Etudier la suite (2,,)nen.

2) Déterminer la nature de la série Z Up,.

1
19. On pose, pour tout entier naturel non nul n, u, = . Quelle est la nature de la série
1+V2+--+3/n
Su,?
. . cp s U -
Soit v la suite définie par Vn € N*, v, = —. Quelle est la nature de la série Zvn.
n
2n
20. A la suite réelle (ay), a, = 0, n > 1, on associe la suite (b,) telle que b, = — Z ap. On pose
n p=n-+1
n n 1
A, =Y apet B, = Zbk. Enfin on introduit, pour k > 1, S = Z -, sommation sur les entiers j
h=t k=1 <<k
k
satisfaisant a la double inégalité 5 <j<k
3 4
1 1 1 1 1 1 1 1 13
Ainsi, par exemple, S3 = ~ = =4 ="t S, = T
P P 3 Z; .Z] 213 ! Z] tT3tiT
3<<3 =2 =2
Le logarithme népérien de x sera noté In(z).
1. Montrer que la suite (S) est majorée en indiquant un majorant M.
2. Prouver que klim Sk = In(2). (on peut encadrer Soy, par deux intégrales.)
— 00
3. Etablir que B,, < cAsp, ou ¢ > 0 est une constante a préciser en fonction de M.
4. A laide de ce qui précede, comparer les convergences des séries Z a, et Z by, .
5. Montrer que Sy > In(2). En déduire que Z a, et Z b,, sont en fait de méme nature.
. 1 1
21. convergence de la somme des (u,) pour n > 2 ol u,, = —— Z — (CCP 2000)
Inn! — k
1 2nm
22. Soit la suite (u,)nen définie par w, = — cos <3) (Centrale 2011)
ns3
1. Etudier la série de terme général u,,.
2. La série est-elle absolument convergente ?
3. Etudier la série de terme général v, = sin(uy,).
1
23. Soit S, = Z ﬁ (Centrale 2011)
k=1
1. Prouver la convergence de la suite (Sy,)nen. On notera ¢ sa limite.
remarque : redémontrer la convergence des séries de Riemann.
2. Montrer que la suite (u,)nen définie par u,, = n?(S: — £9+) est convergente et calculer sa limite.
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24. Soit la suite (uy,)nen+ définie par u, = arccos ( — Z (Centrale 2011)
n

1. Montrer que la suite (u,) est bien définie.

2. Etudier Z Up,.
n>0

25. Soit deux réels g > 0 et @ > 0. On considere la suite (z,,) définie par x,+1 = z, + —. (Mines 2011)
n

1. Trouver la limite de la suite (z,).

2. Trouver un réel 3 tel que la suite (ﬂchJrl — ) converge vers un réel £ # 0.

3. Trouver un équivalent de (z,).
, sin(lnn
26. Etudier la série de terme général (—1)”%. (ENSAM 2011)
n
Ug € ]0, 1[
Un+1 = %(Un + U%)
1. Montrer que la série  u,, converge.

(ENSAM 2011)

27. Soit la suite (u,) définie par {
2. On définit v, = 2" u,,. Btudier la convergence de la suite (v,,)

n(n+1)
G

VO

29. 1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les réels a et b pour que la série de terme général
n =N+ avn+ 1+ by/n+ 2 converge.

2. Pour les valeurs de a et b obtenues, calculer la somme de cette série.

28. Etudier la série de terme général (Mines 2010)

3. Trouver un équivalent simple du reste d’ordre n.

1
2n)I\
30. Déterminer la limite de <( n) )
nlnn
31. Soit n € N* et p[n] le nombre de chiffres de n dans son écriture en base 10.
pln]

, calculer sa somme.
nin+1)

Apres avoir vérifié I'existence de E
n>=1

32. Soit f une fonction réelle définie sur R. Montrer que, pour que pour toute série convergente a termes

+oo —+oo
réels Z Un, la série Z f(uyn) converge, il faut et il suffit qu'il existe un intervalle [—a,a] (@ > 0) sur
n=0 n=0
lequel f est linéaire (on pourra commencer par établir qu’il doit exister un tel intervalle sur lequel f est
impaire).

33. La série sin ( ) est-elle convergente 7 (Centrale 2018)
S (S + o

n>1
34. Soit (un)nen une suite positive décroissante et p, = tp—1 — Up,. (Centrale 2015)

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la série E Pn converge.

n>1
2. Montrer que E np, converge <= E U, converge.
n>1 n>=0
+oo
Montrer qu’en cas de convergence, on a ’égalité : E NPy = E Uy -
n=1 n=0

—a
. (]\/Iines 2018)

35. Exo 1 : On définit une suite (a,)neny par ap >0et VR €N, a,11 =1—¢
1. Montrer que (a,)nen converge vers 0.
2. Donner la nature de la série de terme général (—1)" a,.

3. Donner la nature de la série de terme général a2.

. a
4. Etudier la série de terme général In < ntl ) Donner la nature de E an
Qn
n=0
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