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FEUILLE D’EXERCICES SUR LES SERIES ENTIERES.

. Soient Y a,z™ et > b,z" des séries entiéres de rayons de convergence strictement positifs R et R'. Que

peut-on dire du rayon de convergence de Y a,b,2"?

nz"

. Montrer que E anz™ et E anﬁ ont méme rayon de convergence.
n n —

. Soit ¢(n) le nombre des chiffres dans 1’écriture décimale de n € N.

Trouver le rayon de convergence des séries entiéres: 3. ¢(n)z" et 3" a?(™ 2" pour a € R.

. Trouver le rayon de convergence et étudier sur le cercle de convergence la série entiére . a,z™, ol ng
n>ngo
est selon le cas 0, 1 ou 2 et ou a,, désigne successivement :
1
_ Cyn
/ the~tdt, nnr, n(=D" arctan n®.
0
. Soient (an)nen et (bn)nen des suites réelles telles que
. by
Yn eN, a, > 0; lim — =/, ({€R)
n—-+oo Ay
On suppose en outre que la série entiére Y a,2™ a un rayon de convergence infini.
+oo
ST bpt™
Montrer qu’il en est de méme pour la série entiére > b,2" et que lim n=0___ | =y
t—4oo | too
> antn
n=0

. Soit (an)nen une suite réelle convergente, et a sa limite.

L ‘s An p
a) trouver le rayon de convergence de la série entiére E —t".
n!

b) On pose: f(t) = Z %t" (t € R). Calculer tligrnoo(e_tf(t)).

. Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivantes, trouver le rayon de convergence et donner

une expression aussi simple que possible de la somme :

tn tn t3n (—1)mn 1 1
—_—— _— —_— 1+=+...+—|t"
7;1—&-24—...4—71 T;’n(n—l)(n—Q) Z(Zn)! Z(Qn—i—l)! ;( Tt +n>
X nkn

. Montrer que fi(t) = Z T (k € N*), est de la forme Py(t).et, on Py est un polynome de degré k.
n!

n=0
Exprimer Py au moyen de Pj_.

. Soit f : [0,a[— R, (a > 0), une application de classe C* telle que f > 0 et f*) > 0 pour tout k € N*.

Montrer que f coincide sur [0, a[ avec la somme de sa série de Mac-Laurin.

Montrer que t — tgt est développable en série entiére sur | — w/2, 7 /2].

Soit f une fonction de la variable réelle a valeurs complexes, indéfiniment dérivable sur un voisinage de

0. On suppose qu’il existe r > 0, et deux réels k et M tels que
Vt € [-r,r], ¥n € N ‘f(”)(t)‘ < Mk"n!

Montrer que f est développable en série entiére a l'origine.

Développer en série entiére la fonction f : z — (ln(l + x))2

n+3
n+2

n
xX . (Navale 1999)

En dire le maximum sur la série E



3z

13. Rayon de convergence et somme de la série Z —_— (Bnsi 1999)
(n+1)!
. ™ n .
14. Trouver le rayon de convergence de E sin ng 2™ et calculer la fonction somme. (Bnsi 1999)
P [N n n
15. Trouver le rayon de convergence et la somme de la série entiére Z n 5% (Ensi 1999)
n
) L . 1—r?
16. Développer en série entiére au voisinage de 0 r — P(r,t) = ——————.
1472 —2rcost

2m

2m
Calculer pour h € Z et r au voisinage de 0 / P(r,t—0) cos(h8)dé et / P(r,t—0)sin(h6)dd = 1999)
0 0
+oo
17. Soit f(x) = Z e~ " cos(n’x).
n=0

1) Montrer que f est C° sur R.
2) Déterminer le rayon de convergence de la série de Taylor de f.

3) f est-elle développable en série entiére? (Centrale 2001)

18. Soit I,, le nombre d’involutions de N,, (permutations de carré 'identité).
Montrer que: Vn € N* I,,1y = I, + nl,_1.

+o0 n
Trouver f(x) = ngzl In%. En déduire I,,. (Centrale 2001)
oo 2n+1
x
19. Soit = E - —
01 f(x) n:1( ) 4“2 _ 1

a) ensemble de définition de D?

b) expression explicite de f sur D

_1)n
C) en déduire Z % (CCP 2001)
20. Rayon de convergence de Z d(n)z™ ou d(n) est le nombre de diviseur de n. (Navale 2001)
21. O idere la série entiére Y ()?
. On consideére la série entiére ——x
2n+1)!
1) Déterminer R le rayon de convergence. On note S(x) la somme de cette série.
1
2) Calculer I, , = / t?(1 — t)?dt. En déduire I, p,
0
3) Déterminer S(x), Vz €] — R, R][. (ENSAM 2001)
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