10.

11.

12.

13.

. Soient (up)nen €t (v )nen deux suites de réels vérifiant : Vn € N, {

. Etudier le rayon de convergence de la série entiére Z In <(

FEUILLE D’EXERCICES SUR LES SERIES ENTIERES.

Upt1 = Up + 20,

Unt1 = Un + Un
a) Montrer que 3C > 0 tel que Vn € N |u,| < C3" et |v,| < C3”

. Up, vpx”
b) Calculer le rayon de convergence et la somme des séries E et E ety
n>0 nt n>0

n
. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E apz"™ ol a, = H (1 +—),neN"
n

k=1

1
. Soit f: R — R développable en série entiére de rayon R > 1 et telle que Vn € N, / f(z)z"dz = 0.
0

Montrer que f =0 sur Dg = {z € R | |z| < R}

. Développer en série entiére a 1’origine les fonctions réelles suivantes:

a)j":((C - C > b) g: 2 In(1 + z — 22?) c) h:x +— (arcsinz)?

z +— e°sinz

. Développer en série entiére a P'origine les fonctions réelles f suivantes données par f(z):

a) L b); c) Inlte d) Vz+v1+ a2

11—z 1—2zcha+ a2 1+
R — C . , p L. U
. Montrer que d : . f pilt—zsint) gy est & valeurs réelles. Développer f en série entiére a l’ori-

gine.

. Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres suivantes, (z € R):

1) f dn+1 " 2) +§ " 3) +§ " sinno
T . v il
—m?+n—1 —n(2n—1) ~ ol

. vn+1
Etude aux bornes de l'intervalle de convergence.

n —+oo —+oo

. Soit a,, = H(2 — V/2). Nature de Z ay,? rayon de convergence de Z apz" et étudier le cas |z| =

k=2 k=2 k=2
+oo +o00
Etude de la convergence de la série Z L,z", avec I,, = / sin?" te~**dt, ot v est un réel strictement
n=0
positif.

h
Développer en série entiére au voisinage de 0: f(z) = argth <ICUCCIL1> ]
—xsha

Soit (an)nen une suite bornée de réels.
+oo
1) Etudier la convergence de f(t) = z:o n—t” et g(t Z ant™.
n

“+oo
2) Montrer l'existence, pour x €]0, 1], de / e_t/zf(t)dt
0

+oo
3) Montrer que, pour z €]0, 1], de / et f(t)dt = zg(x).
0

= (="
On pose, lorsque ceci a un sens, f(z) = Z ~ 7

1) Montrer que f est définie sur [—1,1].
2) Montrer que f est de classe C* sur [—1,1].
3) Etudier le développement en série entiére a I'origine de f.

(PSI*(2))



oo

xn
14. On considére la série entiére Z — et on note S(x) = Z
n

n=1

xn

ﬁ.

1) Trouver l'ensemble de définition de S que 'on notera D. Trouver 'ensemble de définition de = —
S(1 —xz)+ S(z) que on notera D,

2) Continuité de S?

3) Exprimer S (3) a laide de z — S(z) + S(1 — z) + In(z) In(1 — z) (cep 2000)

dt

15. Soit f la fonction défini : T L2 144"
[e)} f a ronction demnnie par xH/_OO1+t2+t4

a) Montrer que f est définie sur R,
b) Développer f en série entiére.

n

d N
16. Soit f : z +— z%, x réel > 0; On peut noter f(zx), ou T f, ou D" f, pour la dérivée n*“™¢ de f.
xn

1) Dresser un tableau de variations de f, et dessiner sa courbe représentative.

(n)(1
2) On pose ¢, = ! n'( ) Calculer ¢; et co.

3) Etablir que y = f(z) satisfait a ’équation différentielle v’ = yInx + y.

. . 1 Ch—1 Cn—2 Cn—3 Cp_4
En déduire la relation ¢, 11 = (c - — )
o\ 5 73 T
4) Démontrer que |c,| < 1. Qu’en déduit-on pour le rayon de convergence R de la série Y ¢,2"?
n>0
5) Prouver que f(z) = > cp(z —1)" sur un intervalle J ouvert que I'on précisera. (e3a 1999)

n>0

17. Soit (a,) € ZN et Zanz" une série entiére de rayon de convergence R = 1. On note: V|z| < 1, f(z) =

+oo
Z anz". On suppose de plus que f est bornée sur {z € C | |z| < 1}, montrer que f est polynomiale.
n=0

0<p<l1
0<60<2m

(Mines 2000)

Indication : on pourra utiliser g(p,8) = f(pe?) ot {

18. Soit f(z) = » In (1 + i) z".
n=1

— Domaine de convergence de f(x)?

oo
1
— Calculer Ilil{ll Z In (1 + n) " (Centrale 2002)

2>—1 p=1

19. Développer la fonction suivante en série entiére :

zsh o
fla) = 22 —2xcha+1’

20. Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme f.

« 7£ 0 (ENSI 2002)

2
1) Montrer que Vt €]0, B[, 2ma,t" = F(t.e®)e~in0dg
0

2) On suppose que R = +oc0 et f bornée. Que dire de f7 (TPE 2002)

E. Le Nagard - exo_series_entieres (2) (composé avec TEX le 15/5/2003)



