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FEUILLE D’EXERCICES SUR LES SUITES ET SERIES DE FONCTIONS.

—

. Soit f, : [0,1] — R l'application définie par :
1
Fult) = 1 T2 si t €]22, B, pour p € [1,n], £,(0) = 1.

n ’'n
Montrer que (f,)nen converge simplement vers une application f : [0,1] — R continue;
La convergence est-elle uniforme ?

N

. Soit (f) qui converge uniformément vers f continue sur [0,1] et (x,,) qui converge vers x. Montrer que
(fn(zy,)) converge vers f(x). Donner un contre-exemple si (f,,) ne converge pas uniformément.
(Centrale 2001)

3. Etudier la convergence simple, puis uniforme, de la suite (f,)nen d’applications de R dans R définie
2

n nt
:VneN t) = iteRiet f(f) = ———= siteR_
par n 1fn() 1+ nt S1 + € fn() 1—|—7’lt2 S1
. : (@+1)"—1 § .
4. Etudier la convergence de (f,,)nen OU fi 1 & —> m Montrer qu’il y a convergence uniforme
x
sur [1, +OO[. (Navale 1999)

5. Etudier les convergences simple et uniforme des suites de fonctions suivantes :

1. fn(t) =ncos"tsint, t € [O,gL
sin nt
2. nt:7»t€R*etn0:0’
flt) = =25 t € RY et fu(0)
.2
sin“nt . B
3. fult) = ——— sit ¢, fu(km) =0 pour k € Z,
+oo n
(1)

(x > 0). La fonction p est-elle continue sur |0, +-o00[?

6. Soit p(z) = Z

n=0

Mont (z) /1 d
ontrer que p(z) = —_—.
) 11

zn+1

(CCP 2001)
7. Soit f: R; — Ry, continue, qui n’est pas ’application nulle, vérifiant :

FO)=0 et lm f())=0
1. On considere les suites (f)nen+ €t (gn)nen+ définies par f,,(t) = f(nt) et go(t) = f (t> Mon-
n

trer que, sur R4, ces deux suites convergent simplement vers ’application nulle, sans converger
uniformément,

2. Montrer que (f,/n)nen+ €t (gn/n)nen+ convergent uniformément sur Ry .

8. 1. Montrer que, pour tout ¢t € R, on a :

t\" t\"
lim (1+) = lim (1+) =e'.
n—-+oo n n——oo n

2. Soit f,, : R — R définie (pour n € N*) par :

t n
fn(t) =€ — (1 + ) pour t > —n,  fu(t)=¢€' pour t < —n
n

Montrer que la restriction de f, & R, est croissante et en déduire que (f,)nen+ converge unifor-
mément vers 0 sur tout segment de R*.

Montrer que la restriction de f, a R_ est positive, atteint son maximum en un point z,, et que la
suite (z,,) admet -2 pour limite.

Mountrer que (fy,)nen+ converge uniformément sur R_.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

1

On pose fn(t) = m

1. Etudier la série de fonctions > fn du point de vue de la convergence simple et de la convergence
n>1
uniforme.

+oo
En cas de convergence, on note p = > f,.
n=1

2. Montrer que , ligrn ©(t) = 0. Trouver la partie principale de ¢, au voisinage de +oc.
—> 00

On pose f,(t) = th(n +t) — thn.

1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge sur R, et que sa somme s est une fonction croissante
et continue. La convergence est-elle uniforme ?

2. Etudier la série de terme général u, =1 — thn.
3. Montrer que, pour tout t € R : s(t+1) = s(t) + 1 — tht.

e}

, n
Etude de Z ﬁl‘einz. ENSAM 1999
n

Théoréme de Stone-Weierstrass
On désigne par CY 'espace vectoriel des applications continues de [0,1] dans R. On munit C° de la
norme de la convergence uniforme || f||c = sup |f(¢)].

te[0,1

1. Soit P un polynéme de R[X]. On lui associe le polynéme B,,(P) définie par :
- n
B,(P)=) P(k/n XF1—-x)mk
LB UBIRESERS

Moutrer que : B,(X.P) = X1=X)

n
Calculer B, (1), B,(X), B,(X?).

2. Montrer la relation :

(Bn(P)) + XB,(P).

n

3 (k- nX)? (Z) XF(1 - X)"F = nX(1 - X)

k=0

k
En déduire que, si a € R} et sit € [0, 1] sont donnés, en notant A, = {k € [0,n] | ‘ — t’ > a},
n

on a : )
AW n—=k

th(1—t < —

> (k) (1= 0" < o

keA,

3. Soit f € C°. On lui fait correspondre la fonction polynome définie sur [0, 1] par :

n
AW —k

B0 =3 5k ()0

k=0

En admettant le théoreme de Heine qui nous dit que toute fonction continue sur un segment est

uniformément continue sur ce segment, montrer que f est la limite uniforme sur [0, 1] de la suite

des fonctions polynomes (B, (f)).*

R — R
Justifier la définition et la continuité de la fonction f : oo
x +— Y. arctan(z +n) — arctann
n=0

Trouver une expression simple de f(z + 1) — f(x).
Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers 400, puis vers —oc.

n k n
lcul li — .
Calculer nirfm];) (n)

1. f uniformément continue sur I <= Ve >0, Ja > 0/VY(z,y) € I?, ly—z| < a=|f(y) — f(z)| <e
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z
15. Soit, pour tout entier n, wu, () = 3" sin® (3—71) (X 2010)

1
1. Montrer que sin® 6§ = 1(3 sin @ — sin 36).

2. Calculer S, (z) = Zuk(x) et S(x) = Zuk(x)
k=1 k=1
3. Trouver les intervalles de R sur lesquels Y u,, converge uniformément.

T\ .
(1——2> six < n?
n

16. Soit u,, : = (X-Cachan 20014)

0 sinon

1. Montrer que (u,) converge simplement vers une fonction f & déterminer. La convergence est-elle
uniforme ?

2. Soit f un application continue sur R telle que lim f(z) = f(0). Montrer que l'application f

r—+o0
admet un minimum et un maximum sur R .

+o00
3. Soit a, = 0 le terme général d’une série convergente telle que Zan =1.
n=0
Mountrer que la série Z an f(un(x)) converge.
17. Pour tout entier n, f,, définie sur R*, o réel (Centrale 2014)

fu(z) = (1 +n%e™ %)

1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f & déterminer.

2. Condition sur « pour avoir convergence uniforme

1
3. Calculer lim / fn(x) dz pour a = 1/2
n—-4o0o 0

18. On pose S(z) = Z exp(—z.\/n). (Navale 2014)

n>1
Pour quelles valeurs de x, S est-elle définie ?
Prouver la convergence uniforme sur tout intervalle de la forme [a, +o0[, a > 0.
Montrer que S est continue en 1.
Calculer la limite de S en 4oc0.

Montrer que la fonction S est décroissante

Al e

Montrer que S est de classe C!

n r
1 " In(t
19. Soit H,, = E Z et la suite de fonctions (uy,)ney définie par u, = ¢ — Hin() (Centrale 2012)
k=1 n

1. Sur quelle intervalle la série de terme général u,, (t) converge simplement ?
2. Montrer que pour tout a < 1, il y a convergence normale sur |0, a] mais pas sur ]0, 1].

3. Montrer qu’il y a convergence uniforme sur |0, 1].
20. Fonction continue dérivable nulle part

C . sin(27100™x)
Montrer que la série trigonométrique _
q g q E>O 0"
nz

f continue, mais que cette fonction f n’est dérivable en aucun point. Pour ce faire, on cherchera, pour

tout € R, une suite de points (z,),en qui tend vers z telle que M — ©00.
|$n — 3:| n——+oo
Remarque. C’est Karl Weierstrass qui a le premier remarqué ’existence de telles fonctions a la fin du
XIXeme siecle.
Moralité. La somme d’une série normalement convergente de fonctions dérivables n’est pas du tout

dérivable en général. Pour qu’elle le soit, il faut que la série des dérivées converge.

converge uniformément sur R vers une fonction
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