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FEUILLE D’EXERCICES SUR LES SERIES DE FONCTIONS.

1. Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définie sur R par

ful(2) :{1—1—3:2511&(7;) sizx#0

1 siz=0
1) Montrer que (fy,)nen+ converge uniformément sur tout [«, 3].

2) Y-a-t-il convergence uniforme sur R.
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2. Convergence simple, absolue, uniforme et normale de E Uy, OU Uy : T

n+ x?
§~ 0!
3. 1) Déterminer les domaines de convergence et d’absolue convergence de Z
n(l?
n=1
+oo 1 +0o0 (_1)n71
2) On pose T(z) = Z — et S(z) = Z e
n=1 n=1

Montrer que S(z) = (1 BT T(x) (et préciser sur quel domaine).
3) Calculer lim (z — 1)T(z), 11I{1+ T(x) et 11I{1+ S(z).

rz—1

n +oo
4. On pose, pour z € C, u,(z) = T : — et S(z) = Zun(z)
—z
n=1

1) Etudier le domaine de définition de S et déterminer le domaine A de C ou il y a convergence

uniforme.

2) Soit E a, une série complexe convergente.

n>1
“+o0
Moutrer que, pour tout z € C tel que |z| # 1, la série Z anu,(z) est convergente.
n=1
5. Soit (fn)nen+ la suite de fonctions définies sur R par
2 : 1
n—n’lz] si|z]<—
fulw) = 0
0 si|x| > —
n
1) Etudier la convergence de la suite (f,,)nen:-
+oo
2) ¢ étant donnée dans C°(R,R), on définit I,, pour tout entier n par I,, = / o(x) fr(z)dz.
—o0
Etudier la convergence de la suite (I, )nen--
I p2n+l .
6. Soit f(x) = Z(_l)nl—xw Etudier I'existence et la continuité de f, puis donner un équivalent en
n=0

1.
7. Soit S(z) = Z xﬂ pour = € R. Sur quel domaine S est-elle définie? Etudier la continuité de S.
nl}
neN*




8. (***) Soit f : [O, g} — R continue, et Vn € N, Va € {0, g] , Up(x) = cosxsin” zf(x).

™

1) Calculer lim ’ Up (z)dz.

n—-+oo 0

™
2) La série Z U, converge-t-elle uniformément sur {O, 5] 7 La somme est-elle continue?

9. Soit (an)nen une suite de nombres complexes telle que Zan converge, et (A, )nen € (RN tel que
lim A, = +oo.

n—oo

Montrer que ane” % est uniformément convergente sur A, ot € |0, %[ et A, = {z € C*/|Argz| <
a 2

o}

+oo —+oo
10. Soit f la fonction de la variable réelle x telle que f(x) = Z e TV = Z U ()
n=1 n=1

a) Préciser ’ensemble de définition & de f.
b) Montrer que cette fonction est strictement décroissante.

c) Déterminer la limite f de x tendant vers +oo.
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d) Prouver f(x) ~ — pour x tendant vers 0. (on peut comparer f a une intégrale.)
x
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e) Soit J = / f(z)dz. Démontrer que J existe et que J = >
1
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