
(PSI∗(2))

feuille d’exercices sur les séries de fonctions.

1. Soit (fn)n∈N? la suite de fonctions définie sur R par

fn(x) =
{

1 + x2 sin
(

1
nx

)
si x 6= 0

1 si x = 0

1) Montrer que (fn)n∈N? converge uniformément sur tout [α, β].

2) Y-a-t-il convergence uniforme sur R.

2. Convergence simple, absolue, uniforme et normale de
∑

un où un : x 7→ (−1)n

n + x2

3. 1) Déterminer les domaines de convergence et d’absolue convergence de
+∞∑
n=1

(−1)n−1

nx
.

2) On pose T (x) =
+∞∑
n=1

1
nx

et S(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1

nx

Montrer que S(x) =
(

1− 1
2x−1

)
T (x) (et préciser sur quel domaine).

3) Calculer lim
x→1+

(x− 1)T (x), lim
x→1+

T (x) et lim
x→1+

S(x).

4. On pose, pour z ∈ C, un(z) =
zn

1− zn
et S(z) =

+∞∑
n=1

un(z).

1) Étudier le domaine de définition de S et déterminer le domaine ∆ de C où il y a convergence
uniforme.

2) Soit
∑
n>1

an une série complexe convergente.

Montrer que, pour tout z ∈ C tel que |z| 6= 1, la série
+∞∑
n=1

anun(z) est convergente.

5. Soit (fn)n∈N? la suite de fonctions définies sur R par

fn(x) =

 n− n2 |x| si |x| 6 1
n

0 si |x| > 1
n

1) Étudier la convergence de la suite (fn)n∈N? .

2) φ étant donnée dans C0(R, R), on définit In pour tout entier n par In =
∫ +∞

−∞
φ(x)fn(x)dx.

Étudier la convergence de la suite (In)n∈N? .

6. Soit f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

1− x2n+1
. Étudier l’existence et la continuité de f , puis donner un équivalent en

1−.

7. Soit S(x) =
∑

n∈N∗

x

nx+1
pour x ∈ R. Sur quel domaine S est-elle définie? Étudier la continuité de S.



8. (***) Soit f :
[
0,

π

2

]
→ R continue, et ∀n ∈ N, ∀x ∈

[
0,

π

2

]
, un(x) = cos x sinn xf(x).

1) Calculer lim
n→+∞

∫ π
2

0

un(x)dx.

2) La série
∑

un converge-t-elle uniformément sur
[
0,

π

2

]
? La somme est-elle continue?

9. Soit (an)n∈N une suite de nombres complexes telle que
∑

an converge, et (λn)n∈N ∈ (R+)N tel que
lim

n→∞
λn = +∞.

Montrer que
∑

ane−λnz est uniformément convergente sur ∆α où α ∈
]
0, π

2

[
et ∆α = {z ∈ C?/ |Argz| 6

α}

10. Soit f la fonction de la variable réelle x telle que f(x) =
+∞∑
n=1

e−x
√

n =
+∞∑
n=1

un(x)

a) Préciser l’ensemble de définition E de f .

b) Montrer que cette fonction est strictement décroissante.

c) Déterminer la limite f de x tendant vers +∞.

d) Prouver f(x) ∼ 2
x2

pour x tendant vers 0. (on peut comparer f à une intégrale.)

e) Soit J =
∫ +∞

1

f(x)dx. Démontrer que J existe et que J =
+∞∑
n=1

e−
√

n
√

n
(e3a 1999)
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